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Resumen
En e´ste art´ıculo se presenta una propuesta para la ensen˜anza de los Teoremas Fundamen-
tales del Ca´lculo por medio de la utilizacio´n del software Geogebra, e´ste software permite
la visualizacio´n de cada uno de los teoremas fundamentales del ca´lculo, a trave´s de la inter-
pretacio´n geome´trica de la integral como funcio´n de a´rea y la interpretacio´n de la derivada
como funcio´n de pendientes, posteriormente se relacionan los procesos inversos de integracio´n
y derivacio´n.
Introduccio´n
Este trabajo se fundamenta en la historia de los Teoremas Fundamentales del Ca´lculo, retomando
el cara´cter geome´trico de los problemas de a´reas y tangentes que permitio´ establecer la relacio´n
inversa entre la derivacio´n y la integracio´n; y en la teor´ıa de las representaciones haciendo uso
de la tecnolog´ıa, aprovechando su cara´cter dina´mico para dar significado a los teoremas y para
permitir la traduccio´n entre distintos sistemas de representacio´n.
El estudio histo´rico de los Teoremas Fundamentales del Ca´lculo se enmarca en la evolucio´n de
los conceptos de integral y derivada. Aunque los or´ıgenes del ca´lculo infinitesimal se encuentran
en los griegos (siglo V a.C. - siglo III a.C.), hasta los siglos XVII - XVIII, el ca´lculo presento´ un
desarrollo que permitio´ establecer por primera vez expl´ıcitamente la relacio´n inversa entre la
derivada y la integral.
Barrow demuestra con argumentos estrictamente geome´tricos el teorema, y luego Newton y Leib-
niz, trabajan esta relacio´n en forma independiente, basados en el concepto de integracio´n, uno
en te´rminos de a´reas de recta´ngulos y el otro en te´rminos de sumas de magnitudes infinitamente
pequen˜as.
En el siglo XIX se da la fundamentacio´n del ca´lculo, gracias al desarrollo del a´lgebra de desigual-
dades, la formulacio´n de conceptos ba´sicos de ana´lisis como el de funcio´n, l´ımite, convergencia,
continuidad, derivadas, integrales y sus propiedades y se obtiene la formulacio´n y demostracio´n
rigurosa del Teorema Fundamental del Ca´lculo dada por Cauchy, las cuales son las que se pre-
sentan actualmente en los libros de texto.
Funcio´n de a´rea
Si f(x) ≥ 0 para todo x ∈ [a, b] se define la funcio´n de a´rea F para cada x ∈ [a, b] como el a´rea
bajo la gra´fica de f entre a y x
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La funcio´n de a´rea es una interpretacio´n de la integral de una funcio´n, permite construir una
funcio´n a partir de los valores del a´rea acumulada bajo la curva f desde un punto a hasta un
punto x variable.
La aplicacio´n realizada permite
Introducir una funcio´n f en su representacio´n algebraica
visualizar el a´rea bajo la gra´fica de la funcio´n f al desplazar un punto c en un intervalo
cerrado [a, b]
visualizar la construccio´n de la funcio´n de a´rea F a partir de los valores del a´rea acumulada
desde a hasta c.
Visualizar el valor nume´rico de F (c)
Funcio´n de pendientes
Si F es una funcio´n continua y derivable para todo x ∈ [a, b] se define la funcio´n de pendientes
f para cada x ∈ [a, b] como el valor de la pendiente de la recta tangente a f en x
La funcio´n de pendientes es una interpretacio´n de la derivada de una funcio´n, permite construir
una funcio´n a partir de los valores de las pendientes de las rectas tangentes a F en el punto
(c, F (c)).
La aplicacio´n realizada permite
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Introducir una funcio´n F en su representacio´n algebraica
visualizar la recta tangente a F en (c, F (c))
visualizar la representacio´n algebraica de y el valor de su pendiente
visualizar la construccio´n de funcio´n de pendientes f al desplazar un punto c en un intervalo
cerrado [a, b], a partir de los valores de las pendientes de la rectas tangentes a F en (c, F (c)).
Primer teorema fundamental del ca´lculo
Sea la funcio´n f continua en el intervalo cerrado [a, b] y sea x cualquier nu´mero en [a, b]. Si F
es la funcio´n definida por
F (x) =
∫ x
a
f(t)dt
entonces
F ′(x) = f(x)
El primer teorema fundamental del ca´lculo permite construir una funcio´n F a partir de la integral∫ x
a f(t)dt. Para f(t) ≥ 0 e´sta integral corresponde a la funcio´n de a´rea definida anteriormente.
Adema´s F es una antiderivada de f .
La aplicacio´n realizada permite
Introducir una funcio´n f en su representacio´n algebraica
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visualizar la funcio´n de a´rea F , al desplazar un punto c en el intervalo cerrado [a, b]
Comprobar usando la funcio´n de pendientes, que la funcio´n F es una antiderivada de f ,
desplazando el punto A sobre la funcio´n F (ya que al desplazar el punto A sobre la funcio´n
F deja el rastro sobre la funcio´n f original)
Visualizar la representacio´n algebraica de la antiderivada F
Segundo teorema fundamental del ca´lculo
Si f es continua en el intervalo cerrado [a, b] y F es cualquier antiderivada de f en [a, b], entonces∫ b
a f(x)dx = F (b)− F (a)
El segundo teorema fundamental del ca´lculo permite evaluar una integral definida por medio
de una antiderivada. La representacio´n geome´trica del teorema permite establecer la relacio´n
entre el a´rea bajo la curva de f entre a y b y la longitud del segmento con extremos (0, F (a)) y
(0, F (b)).
Dada cualquier funcio´n f , Geogebra permite hallar algebraica y gra´ficamente una antiderivada
F , por medio del comando integral (f). La construccio´n de otras antiderivadas se realiza por
medio del deslizador.
La aplicacio´n realizada permite
Introducir una funcio´n f en su representacio´n algebraica
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Visualizar la funcio´n f en su representacio´n geome´trica
Visualizar una funcio´n F antiderivada de f , tanto en su representacio´n algebraica como
geome´trica.
Visualizar los valores nume´ricos correspondientes a
∫ b
a f(x)dx y F (b)−F (a) a partir de la
cual se comprueba la igualdad
∫ b
a f(x)dx = F (b)− F (a)
Visualizar
∫ b
a f(x)dx como el a´rea bajo la curva de la funcio´n f y F (b) − F (a) como la
longitud de un segmento con extremos (0, F (a)) y (0, F (b))
Visualizar antiderivadas F (x) + k de la funcio´n f donde el valor de k cambia al accionar
un deslizador sobre la zona gra´fica
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Observamos como al mover el deslizador y obtener otra antiderivada, la longitud F (b) − F (a)
no cambia.
Relacio´n entre los dos teoremas fundamentales del ca´lculo
Del primer teorema al segundo
El paso del primer al segundo teorema fundamental implica evaluar la funcio´n F en b, esto es,
dada la funcio´n de a´rea F (x) =
∫ x
a f(t)dt (la antiderivada de f que depende de a) hallar la
integral definida
∫ x
a f(t)dt y comprobar que e´ste valor es igual a F (b)− F (a)
La aplicacio´n realizada permite
Introducir una funcio´n f en su representacio´n algebraica
Visualizar la funcio´n f y la funcio´n de a´rea F (x) =
∫ x
a f(t)dt en su representacio´n alge-
braica y geome´trica
Visualizar la funcio´n G antiderivada de f generada por geogebra (integral (f). donde la
constante es 0)
Comparar la funcio´n de a´rea F con la antiderivada G para deducir que la funcio´n de a´rea
es una antiderivada donde la constante es −G(a) por medio del deslizador que permite
visualizar las antiderivadas.
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Del segundo teorema al primero
El paso del segundo al primer teorema fundamental implica construir la funcio´n de a´rea para
cada valor a, esto es, dada cualquier antiderivada G se tiene
∫ b
a f(t)dt = G(b)−G(a) de donde
al variar b se obtiene
∫ x
a f(t)dt = G(x)−G(a). Se observa que si G(a) = 0 se obtiene la funcio´n
de a´rea ∫ x
a
f(t)dt = G(x) = F (x)
La aplicacio´n realizada permite
Introducir una funcio´n f en su representacio´n algebraica
Visualizar la funcio´n G antiderivada de f generada por geogebra (integral (f). donde la
constante es 0)
Construir la funcio´n de a´rea al desplazar b sobre el eje x
Verificar que la funcio´n G corresponde a la funcio´n de a´rea cuando G(a = 0), por medio
del deslizador que permite trasladar a G
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